Kuyruk Teorisi(Y. L.)

3. Hafta

M |M 1 sisteminin analizi ve parametrelerin bulunmasi

Sistemin Tanimi.

Bu sistem {i¢ elemanin verilmesiyle tanimlanir.

- Miisterilerin sisteme gelis anlar1 (varis) anlari, bu anlar tq, t,, ... tesadiifi degiskenlerdir.

- Her bir miisterinin hizmet siiresi y tesadiifi degiskenidir ve bu degisken y parametreli tistel
dagilima sahiptir.

- Hizmet sitemi bir tane hizmet verenden(kanaldan) olusmustur. Sistemin hizmet disiplini
FIFO dur. X(t), t aninda sistemde olan miisteri sayisi olsun. O halde {X(t), t >0} ve
durum uzayr E = {0, 1, 2,..} olan bir stokastik siire¢ olacaktir. Bu siireg¢ Py (t) =
P(X(t) = k) sistemde t aninda Kk tane misteri olmasi olasihigidir. P, (t) olasiligini bulmak

olduke¢a zordur. Fakat bu olasilik t = oo i¢in p = % < 1 kosulu altinda mevcuttur.

Sisteme ait Denklemlerin Elde Edilmesi

Once Py(t) olasih@ igin diferansiyel denklem kuralim. Bunun igin sistemin tvet +
h anlarindaki durumlarinmi karsilastiralim.

k—2 k-1 k k+1 k+2

h — 0 i¢in belli bir durumda iki ve daha fazla miisteri sayisiyla farklanarak baska bir duruma
gecis olasiligt o(h) dir.

pi(h) =o(h),  li—k|=2
pr(t + h), t + h aninda sistemde k tane miisteri olmasi olasilig.

{N(t),t = 0} t siiresinde sisteme giren miisteri sayisin1 gosteriyor ve bu siire¢ Poisson
stirecidir.

{M(t),t = 0} t siiresinde sistemden ayrilan miisteri sayisin1 gosteriyor ve bu siire¢ de
Poisson siirecidir.

pr(t +h) = p (OP(N(t) = 0)P(M(t) = 0)
+ Pe-1 (PN () = DP(M(E) = 0)



+ P+ (OP(N () = 0)P(M(t) = 1)
+ 222 Pre-i(OP(N() = DP(M(t) = 0)
+ 222 Preri(OP(N(D) = OP(M(D) = 1)
pr(t +h) =p(t)(1 = AR+ o(h))(1 — ph + o(h))
+ P (8) (A + o(W)(1 = ph + 0(1))
+ P () (1 — A+ o(R)(uh + 0(h)) + o(h)
h - 0 icin
P'r(6) = —(A + Wpr(6) + Ap—1(t) + ppg+1 (1)
Bu denklem k=0 igin,

p'o(t) = —Apo(t) + up,(t)

olur. Limit dagiliminin oldugunu varsayarsak, denklem sistemine yukaridaki varsayimlar
uygulanirsa,

0=—(A+wWpk + APk-1 + UPk+1
0 = —Apo + Up114p1

elde edilir. Bu denklem sistemi p = (A/ ) < 1 kosulu altinda ¢oziiliirse,

Pr+1 = pk+1p0 ’ k:O> 17 1(;11'1

elde edilir. Bu esitliginin her iki tarafi toplandiginda p, = 1 — p bulunur.Yani sistemde hig
miisteri olmamasi olasiligl p, elde edilir. Ayrica sistemde herhangi bir anda n- tane miisteri
olmasi olasilig1

P(N=n) = p,=p"po . (23)
Performans Olgiileri
1. Sistemdeki Ortalama Miisteri Sayisi
Sistemde n tane miisteri olmasi olasiligi P, = p™(1 — p) * dur.
Py: Sistemde hi¢c miisteri olmamast olasiligt
E(N)= Xn=onh
=Ymonp"(A=p)=pA=p)Tronp™?

=p (1-p) [(1_1p)2] ==

Sistemde herhangi bir anda beklenen miisteri sayisi

2. Kuyrukta bekleyen Ortalama Miisteri Sayisi

E(N,) = Xi-onP(N, =n)



=2n=onP(N=n+1) , B,=p"(1-p)
= Y=o np" (1 -p)
= (1-p)p* Taonp™!

2

= (1-p) p? [(1_1p)2] = =

Ve ya
E(Ny) = Yp-onP(N=n+1) , n+ 1=k almirsa =
Yi=1(k = 1) P(N = k)
= Yk=ok P(N = k) — X321 P(N = k)

—_r _
= ip p
bulunur.

3. Bir Miisterinin Sistemde Bekleme Siiresinin Ortalamasi

W : Bir miisterinin sistemde bekleme siiresi
W,: Bir miisterinin kuyrukta bekleme siiresi

E(W)' bulabilmek i¢in 6nce W' nin yogunluk fonksiyonunu bulmaliyiz. Ciinkii W siirekli bir
tesadiifi degiskendir. f,,(x) , W’ nin yogunluk fonksiyonu olsun.

fw(x / N =n). Sistemde n tane miisteri oldugu bilindigine gére bir miisterinin bekleme
siiresi;

fw(X)
P(4)

fw(x [ A) =

W=Y+Y,+ ..+ Y+ YV ~ thr

tn+1 -inci sigrayls anlarmin dagilim fonksiyonu ile W nun dagilim fonksiyonu benzerdir.
Burada; Y{ + Y, + ... + Y, farklidir, ancak dagilimlari aymdir ve iistel dagilmis tesadiifi
degiskenlerdir.

fule /N =)= f,,, () = M oo

sistemde n tane miisterinin oldugu bilindigine gore (n+1). miisterinin beklemesinin olasilik
fonksiyonu toplam olasilik formiiliine gore-

n o—px
fo(6) = N2 M€ pn(1 — p)

n:

— - o ()" A"
=pe ™ (1-p) Tt m
— - o @x"
=ue™ (1-p) Yt
N——
eldx

= (u— 2) e WA



(p—=A)e W x>0

Fux) { 0 , d.d.

P(IW >x) = fxoofw(u)du = fxm(u — 1) e Dugy = g=u-A)x

EW) = [ P(W > x)dx = u_%

Bir miisterinin sistemde bekleme siiresi W = W, + % ise , bir miisterinin kuyrukta ortalama
bekleme siiresi
1

E(W,) = P

=l



